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1. Formulation mathématique du probleme

Soient x; et x, deux réds. On note f, la fonctior
traduisant le phénoméne physique que I'on étudie.
Celleci est supposée ontinue sur [xg, xg]. Cette
fonction riest conrue que de maniere discréte aux
pointsx; et x, par letableau 1.

X f(x)

X1 Y1

X2 Y2
Tableau 1

Table d' é&alonnage donnar f

Dans le cas le plus général, I'on a mnstruit cette table
a partir de plusieurs expériences : on a généré plusieurs
vaeursdex , i 0{1,2} et1’onamesuré les valeurs de
y; correspondantes. Ainsi, x; (resp. y) est affedée de
I"incertitude I (x;) (resp. 1(y))).

Posons :

Pr=[x-104), X + 100)] X [yi - 1), i + 1(W)]

aveci 0{1,2}.
En ndant .# l'ensemble des fonctions continues
passant par les pavés P, et P,, il vient dors,
f 0.7 (fig. 1).
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Fig. 1. - Exemple de fonction passant par P; et P,

2.Interpolation linéaire

Soient A la droite passant par les points (xz, Y1) €t
(X2, Y2) €t x O [X1, Xo]. On suppcse d'autre part que x
est affectée del'incertitude 1(x).

Posons :

X = X
o = X% )
X; =%

Dans ces condtions, lavaleur interpolée et :

Y=6c-(Y2-Yy1) +V1 - ()]
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2.1.Calcul del’incertitude type sur y

En supposant les variables de I'équation (2) non
corrélées, l'incertitude type sur y est calculéepar laloi
de propagation des variances :

2 _Hoy 2 2 oy 2
u <y>-§aei§m (%Mé%gm ) .

cequi condut a:

UZ(Y) =(y, - Y1)2 m2(ex)
. (3)
+(1-0,)7 W2 (y,) + 67 W2(y,)

2.2.Calcul del’incertitude type sur 6y

En supposant les variables de I'équation (1) non
corrélées, l'incertitude type sur y est calculéepar laloi
de propagation des variances :

—_ eX 2 eX
(0= e+ ZE;TEZ )

cequi conduta:

1
P fu2

2 1

u?(8,) =

+1-6,)° % (x) . (4

+0? mZ(xz)]
2.3.Simplification des expressions

2.3.1. Smplification de u(y)

En pasant : un(y;) = Max {u(y) ; u(y2)}
il vient d'apres I'expresson (3) :

u2(y) <{@-8,)2 + 02} (y) + (v, - y2)> T2(8,)

Puisque 6,0[0,1] , il vient (1-6,)%+02<1 , et
dorc: u®(y) < uf (i) +(y, —y,)>m?(8,) .
En pesant Py =Yy, -V, , le «pas selon y », I'expression
précédente sécrit :

u?(y) < un(y) +R7m3(8,) . (5)

2.3.2. Simplification de u(6)
En pasant : un(x) = Max {u(Xy) ; u(xp)} ,
il vient d'apres I’expresson (4) :
w20 < — (18,02 +62)u (x)
(X2 =%)

2 1

+u2(x)}
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Puisque 6,0[0,1] , on a (1-6,)?+02<1 , e

ﬁE{U%(Xi) +U2(X)} :
2

dorc: u?(8,) <
En posant P, =X, - X1 , le « pas selon x », I'expression
précédente sécrit :

u2(8,) s&t(ufn(m FU2(x) - )

2.4.Expression finale du résultat

En combinant (5) et (6), il vient :

P
w2(y) < ué(y»ﬂ;ﬁ 2 ) +u?®) . @)

— Résultatn®°1:
L'incertitude type liée d'interpdation linédre
est majorée de lafagon suivante :

u?(y) < U%(Yi)*’@?ﬁ [6J%(Xi)+u2(x)) )

avec.
Un(X) = Max {u(xy) ; u(x2)} ;
Un(Y:) = Max {u(ys) ; u(y2)} ;
Py=X%-Xq;
Py =Y2-V1.

3. Incertitude due al’assmilation a unedroite

L'assmilation dcelafonction f aladroite A introdut
une erreur. Lafonction riéant conrue que de maniere
discrete, il n'est en principe pas possble de déterminer
directement I'erreur. Néanmoins, on peut quand méme
lamajorer.

3.1.Existence d’'un majorant

Soit ¢ I'équation de la droite A. Pour x O [x4, Xg] ,
on d&finit 8(x) = ¢ (X) - f(X) qui est lafonction domant
I'erreur commise en assmilant f aladroite A.

Par hypothese, la fonction & étant continue sur
I'intervalle [xg, %] qui est un compact de R, on
déduit que d([x1, Xo]) est auss un compact de IR : ce
qgui signifie quil existe cO[x, X td que
Ox0O[x, X,]  8(x) <3(c) .

3.2.Calcul d’'un majorant

En conservant les notations précédentes, I'on
obtient 8'(c) =0. Posons ¢ (X) = K:(X - xg) + f(xq) ,
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= 100) 7 T(x)
X2 =%
Soit : x O [x1, Xo]. Par hypothése, f est de dasse C? sur
[X1, Xo] et dérivable al'ordre 3 sur ] x;, X[ . Laformule
de Lagrange apliquée atre x et x; conduit a dire quil
existe 8 0]0, 1] tel que:
f(x) = F(X) +(x —x)F"(X)

— %2 .
# L0 o + 0 - )

avec K . Il vient aors f(c) =K.

On a dors siccessvement :
O(x) = K x=xp) + f(x) = (%) = (x=x) F'(X)

VEY
+ U0 1 + 01 - )
puis:

5(X):(X‘X1)[EK - (%)
7K e v e —x))] '

Cette formule gppliqguée ax= ¢ conduit a dire quil
existe6; 010, 1 tel que:

Y,
5(0) =S (¢, +8, T, )
et donc :
RV
|5(C)|5%E5up| £

[%1, %]

Comme &(c) est un mgjorant de & sur [Xg, Xg] :

CSupl '] - ®

[x1, %2]

_u\2
OxO[x, x| [3(x)| (e x)”

De méme en remplagant x; par X, dans la démonstratior
précédente, ontrouve :

(c- Xz)z

OxO[x, %] [3(¥)] < Csupl '] - @)

[%4, X2]

En multipliant membre amembre les inéguations (8) et
(9), 'onobtient :

DxD[xl,xz]

[3(0] <

[(C_Xl)[ﬂc_xz)]z fr BZ :
2 U|c])| |

Sur l'intervalle [ x,, %] , la fonction [(C - 1) (€ -X2)]? est

4
_ X, + X X, = X
maximale pour clez etvaut% .

Donc :

P2
Ox0[x,, %, ] 5(x)s?><[gup| | .

[x1, %]

— Résultat n° 2:

La valeur absolue de l'erreur commise e

asdmilant f a la droite A sur l'intervalle [ X, X]
est mgjorée par :

P2
M ==-Tsup| | -

[%4, %2]

Remarque: la principale difficulté est maintenant de majorer |f" |.
Dans le @s le plus général, on ne peut qu'évaluer f” & partir de trois
coupes d'observations ( x;, yi)-

3.3.Calcul d'un majorant de |f”|

A ce stade, on fait I'nypothése que f peut ére
modéliséepar un pdyndme de IR[X] de degré 2.

Remarque: pou un intervale suffisamment «petit », cette
hypathese semble |égitime.

Soient p DIRX] et E={(x,y),i 0{1;2;3}} le
graphe delafonctionf. Pour x IR , on note :
P(X) = ap +ay X + aX° . Letriplet (ag, a, a) Vvérifiele
systéme d'équations :

Oy, =ag +a O +a,

0Y; =ag +a X, +a, 3§

g
§y3:a0+a1|](3+a25(§

Posons :
1 2
X Y 1 x5 X
Ay=| 1 % vy, | & A=[1 x, x3
1 X3 Vs 1 x3 x5

Avec ce notaions a,=A,/A. Dga A est un
déterminant de Vandermonde dordre 3 et vaut:
A= (X3 'Xz) . (X3 - Xl) . (XZ - Xl). On cdcule ensuite AV
par larégle de Sarrus :

Dy = (Xo - X1) - Y3+ (X1 - Xa) - Yo H(X3 - X2) - V1.

On en déduit :
(X2 = %) Y3 + (X = X3) ¥, + (X3 = %,) Oy

a, =
(X3 = %) [{X3 = X, ) X, = %y)
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Commep’(x) =2 - &, onretiendra:

| £"|=208,| . (11)

— Résultat n° 3:
La valeur absolue de l'erreur commise e
asdmilant f a la droite D sur l'intervalle [ xg, Xo]
est majorée par :

P2
M :quh2| :
avec.

_ (X = %) B3 + (X = X3) B + (X3 = %) By

5 =

(X3 = X)X = %) X, = Xq)

et : (X1, Y1), (X2, V2), (Xs, Y3) l€s points
d'étalonnage domant lafonction f.

3.4.Calcul del’incertitudetype

A priori, toute valeur de I'erreur est équiprobable, ce
qui condut a considérer une distribution rectangulaire
de variance :

2
V:(ZDM) |
12

dou :

2
Udroite = PX I:lh2| . (12)
43/3

4. Résultat final

D'aprés (7) et (12) :
2
v =u%(y»+§%§ iz 00) +u200) + P2
Cest adire :

u= ur?n(yi)'}'E%g[ﬁurzn(xi)*'uz(x))*'% .
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5. Application numérique

Soit a mesurer la température en un pant d'un kain
thermostatique. Pour cefaire, on utili se le thermométre
numeérique de résolution 0,001°C dont on a reproduit
sur le tableau 2 le relevé de mesures extrait de sor
cettificat d'étalonrege.

Valeur lue | Valeur | Correction| Incetitude | Immer-
(L) étalon (T) © (sur C) sion
°C °C °C °C mm
-80,173 -80,129 0,044 0,009 380
-0,055 0,000 0,055 0,005 380
100,010 | 100,102 0,092 0,011 380
199,854 | 199,988 0,133 0,011 380
298,117 | 298,307 0,190 0,016 380
399,017 | 399,264 0,246 0,017 380

Tableau 2

Table d' éalonnage du thermométre

L'indication krute du thermométre a pour vaeur
moyenne 50203 °C et pour écat type expérimental
0,003°C.

Dautre part, daprés le rapport de cractérisation,
I'écat type expérimental du thermométre a0 °C vaut
0,002°C et 0,004 °C 4100°C.

Remarque: on wit bien a ce stade I'intérét d'effectuer I'étalonma ge
de ses instruments de mesure en interne puisque I’on dispose alors
delarépétabilité aux pants d'étalonnege. Cette information n'est en
général pas contenue dans le certificat d'étalonnage, et poutant, elle
est nécessire pou pouvdr l'exploiter en dehors des points
détalonrage ...

Quelle est la mrrectionc a gpliquer au thermometre ?
Quelle est I'incertitude type u(c) associée?

En suivant e mode opératoire figurant en annexe 1, an
trouve :

¢=0,074°C et u(c) = +0,005 8°C .
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Annexe 1

M ode opératoire— Calcul d’une correction d’'éalonnage et de son incertitude

On alatable d'éalonrage suivante (donnéeissue du certificat d'étalonrege) :

Valeur apparell Valeur &alon Corredion Incertitude
X1 Y1 Ct l1
X2 Y2 C I
X3 Y3 Cs I3

L'appareil mesure x (compris entre x; & x,). L'écat type expérimental sur x vaut Sx).
Larésolution ce I'appareil est notée r.

Remarque: cetains appareils peuvent changer automatiquement de résolution en fonction des valeurs mesurées. Si un changement se produit entre
les paints (x4, X2, X3) la méthode ne pourra pas étre appliquée car a priori la fonction définie par ¢; = f(x;) n'est pas continue.

1. Calcul desincertitudes éémentaires:

1.1.L’incertitude type sur c; notée u(c;) est obtenue apartir de l'incetitude donnée dans le certificat d'étalonrage.
Cette derniere ayant éé cdculée @ prenant un coefficient d'élargissement k = 2, on ohient u(c;) en divisant |, par
deux:u(c) =1./2

1.2.L’incertitude type sur c, notée u(c,) est obtenue apartir de I'incetitude donnée dans le certificat d'étalonrage.
Cette derniere ayant éé cdculée @ prenant un coefficient d'élargissement k = 2, on ohient u(c,) en divisant |, par
deux:u(c) =1,/2

1.3.L’incertitude type sur x; notée u(x,) est obtenue a partir de larésolution et d'une répétabili té effectuée ala valeur
X1 qui vaut S(X) :

f rz2 .,
u(xy) = E+S (%)

1.4.L’incertitude type sur x, notée u(x,) est obtenue a partir de larésolution et d'une répétabili té effectuée ala valeur
X2 QUi vaut S(Xy) :

[r2
u(x,) = E+S (%2)

1.5.L’incertitude type sur x notée u(x) est obtenue apartir de la résolution et de I'écat type expérimentale S(x) et
vaut :

_|r? 2
u(x) —1/ E+S (x)

1.6.un(c) = Max { u(cy), u(cz) } &t Um(x) = Max { u(xy), u(x;) }

1.7.P=x-X et P.=c-¢

1.8. a :(Xz_xl)lj"._%-F(X]__X3)m‘,2+(X3_X2)|]a
2 (X3_X2) mX3—X1) mxz_xl)

2. Résultats

. N . by P
2.1.Lacorrection aajouter ala valeur x est: ¢ :P—CEQX -X)+tc
X

42

. . . P P, &
2.2.L’incertitude type sur la correction est : u(c) :\/urzn(ci) + Epig [ﬂu%(xi) + uz(x))+><4—82
X
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Annexe 2

M ode opératoire — Fiche de calcul

Fiche de calcul N°
Corredion d’éalonnage

1. Informationsgénérales

N° étalon: Certificat d'étalonnage N° :
Unité: Date:
Rappart de caractérisation N° :

Date:

2. Donnéesd’'éalonnage
2.2.Paints utilisés pour I'interpolation (issusdu certificat d'éalonnage)

Point Valeur lue Valeur étalon Correction I ncertitude
nO
1
2

2.3. Paint supplémentaire (issu du certificat d’'étalonnage)

Point Valeur lue Valeur étalon Correction
no
3

3. Informations complémentaires sur I'étalon

3.1.Résolution del'éalon r=| ]

3.2.Ecartstypesdel’étalon (issus du rapport de caractérisation)

Au padntn° 1 S=
Au pant n° 2 S=

4. Valeur mesurée par I'étalon

Mesure X=
Ecat type S=
5. Résultat

5.1.Calculsintermédiaires

u(cy) = u(cr) =
u(xy) = u(xo) =
Un(Ci) = Um(X;) =
P, = P.=
ux) = a=
5.2.Réaultat final
Corredion c=
Incertitude type u(c) =
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