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1. Détermination du polynéme

Soient n un entier strictement supérieur a 1 et
F={(,y)OR%iO[1l.n}, un ensemble de n
observations et p unentier strictement inférieur an.

[}
L’on cherche le palyndme P a mefficients réds noté : VY
D X% 83

P(X) =ap+ax+axX+..+ax,

n 2 o Fig. 1. — Projedion duvedeur des observations sur
pour lequel Z(P (%) = y; )* est minimum. I' espace vetoriel D.
=1
Soit B un élément de IRP. On note ( | ) le produit
En pasant scdaire euclidien. D’ aprés ce qui précede
Y1 ~
B ox ok . gf D (xx s [ -xx §)=0
0 s O C O C
x = L y=0O'Cg=0TEL et |’ on a successivement :
. B 1
0 C O.C 0. C
- F B ot f(xx3)x(y-xxg)=0
- LC ) - =u,
Bad.ef BE G
n

puis: '8 x(tx xY - IX x X xg):o _
le probléme posé revient alors a trouver un vecteur 3
minimisant lanorme de (X x B-Y). On appelle 8 le
vecteur minimisant cette norme (cf. figure 1).
Soit D={X x B,B OIRP}. De fagon trivide, D est un
sous espace vectoriel de R". D’aprés le théoréme de
Pythagore, 8 est tel que le vecteur (Y - X xP)
appartient a1’ orthogonal de D. E:(txxx)_lx EX XY . (1)

Ced éant vrai pour tout vecteur 3, onaobtient :
EX XY - IX x X x3 =0 .

S 'X x X estinversible aors:
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2. Pondération des données

Les donrees éant souvent entachées d'incertitudes (a
priori différentes) il est aors tentant d'accorder plus
d'importance aux données ayant de faibles incertitudes,
dort la connaissance et de ce fait plus asaurée, quaux
valeurs présentant de mauvaises incertitudes. Cela
pouracondure par exemple aminimiser I' influence de
valeurs isues de nditions extrémes, proches des
limites des instruments de mesure.

Soit {w; , i O[1...n]} , unensemble de n réels positifs
ou nustels que pour i O[1...n], w; représente le degré
de cnfiance que I'on a pour le doubet (x;, y;). Pour
prendre en compte l'influence de la pondération dans
I'approximation il suffit de multiplier chacune des
compaosante de X et de Y par la radne carée de la
pondération qu lui est associée Pratiquement, cels
revient a cnstruire la matrice diagonale Wy, avec les
radanes carrées des w; sur la diagonale ¢ des O aill eurs,
puis a remplacer X par Wy, x X et Y par Wy, X Y. La
simplicité de cette prise en compte de la pondération
résulte de lalinéaité du formalisme matriciel employé.

Les cdculs se smplifient et la formule (1) avec prise
en compte de la pondération devient :

B=(tx xwxx) " x X xwxy @

avec:

Hv O E
W:D W, C
% 0 \\\WE'

La difficulté est maintenant de doisir une
pondération. Afin de tenir compte des incertitudes, on
poura prendre par exemple omme vaeurs de
ponckration paur le doudet d'observations (x;, y) avec
ie{l,..,n}:

1

w2 @

1
leujz

Uy étant l'incertitude dargie sur y, (kO {1, .., n}).

Il convient néanmoins de garder a l'esprit que la
ponckration est ici présentée dans un cadre purement
déterministe et non probabili ste.

3. Choix du degré du polynéme
Soit n = 2 le nombre de doublets numériques (x, y). Le

degré k du pdynéme cdculé pourra étre compris entre 0
et n—1. Sil est aisé d'éliminer lescastriviaux k=0 et
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k=1, il et moins évident de déterminer a partir de
quelle valeur de k I'approximation est optimale. Il
nexiste en effet pas de méthode permettant de
déterminer le degrés du polyndme « optimum » dans le
cas général.

On peut néanmoins remarquer que lorsgue l'on
augmente le degré k du pdyndme, lesrésidus

R = Iyi =P (%) (ie{0,.., n}),
sont de plus en plus petits. Toutefois, lorsque k
augmente, la proximité du graphe de P aux pdnts
(X, y;) sacmmpagne souvent d'oscill ations en dehors
des points dinterpolation qu sont le plus souvent peu
crédibles ar le plan physique. Cette remarque

souligne lI'importance de systématiquement utili ser un
outil de représentation graphique tel que PolyReg.

Dans le cas ou le modéle physique qui lie y; a x; est
un pdynéme (cas des relations entre la résistance
d'une sonde de platine et la température par exemple)
dort on conneit le degré on peut tracer

n
RO =% (v =P ()’

1=1

en fonction e k. Lorsque le degré « optimum » du
poyndme sera atteint on observera dors une
déaoissancerapide de la courbe comme indiqué sur la
figure 2.

R (K)
A

Degré du polynéme
«optimum »

[N\

Fig. 2. — DéaoissancedeR (k)

4. Justesse « algébrique » du polyndéme

La justesse du pdyndme au sens algébrique dépend
de la« proximité » entre Wy, x X x et W, Y.

Cette proximité peut étre caractériséepar le wsinus de
I'angle formé entre W, , x X x B et Wy, XY .

Celui-ci se cdcule tres sSmplement par laformule :

(W1/2 xY |W1/2 x X XB)

cos(6) = —
||VV1/2 xY " Eqwllz xX %3 “
cequi sécrit :
cos(f) = (thWxXxg)

\/thWxY g/tgxtx xWxXxg .
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Le padyndme sera d'autant plus juste que la valeur de soit :
|cos 6| sera proche de 1.

5. Casdu polyndme du premier degré g = BZ ,
n n
En conservant les notations précédentes, ce ca& de n DZ X7 = X0
figure revient a prendre p=1. Dés lors les domées =1 =1
pou le cdcul du pdynéme deviennent : | . |
A xf it nby Xyi = > X ) Vi
Ly, C _ i= = i=
5 E L BEm T, e d
= =0 C g=
X*g g Y"g. ¢ #® %E ny x2 -0y x
5{ . E O C =1 =1 [0
O-C
XnC
B’ﬂ E On retrouve dorc bien les formules habituelles de 1s
droite des moindres carrés que I'on peut trouver par
Le cdcul de gy et a; est eff ectué dans un premier temps exemple dans laréférence [1].
pou des domées non pondérées a l'aide de la formule
(1). On a dors successivement : De méme le cdcul pou des données pondérées donne
successvement :
n n ZE
Xi Xi t -1 1
txxx =071 =1 E. (XXWXX) ) n n n BZ
O =~ C 2
n Xi Wi ) WiXi =) WiX
PR ADR I
n n
puis, Si cette matrice est inversible E W, X2 —lel X, E
X DI _n I T1 C !
O C
(tXxX)lz 1 E— Wi X w E
n g n =1 =1
x g —nO) x?
=1 O =1 n
n n E ZW' Yi E
E’le - xf@ "X xWxY=01" 0,
lezl |n=l D, W|X|y| O
0 L =1 ﬁ
E -Nn X E
=1
(tX xW x X)_lx tX xW XY =
et d'autre part 1
d B n n n
X: V.
E'Zl Yig ZWiZWiXiZ‘ WiXiE2
tX><Y:E7'n O, = = =1 0
O O
yi n n n n
E; E @Z\Niyi WiXiZ_ZWiXiZWiXiyig
X D = . In= I =n I =n D
cequi donne finalement : 0 O
q Ezwizwixiyi_zwixizwiyi E
1 =1 1=1 1=1 =1

(tXxX)_lxtXxY:

n n i,
X g _nz Xi2 soit :
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i\wi.iwix‘yi_iwixizwiyi
Zwiiwixiz_giwixig

=1 =1

Ce qui correspond également aux formules usuelles de
la droite des moindres carrés pordérée[1].

6. Application
L'étalonrege dune chaine de température dotée d’'un

thermocouple de type K a domé la table d'éalonrege
reprodute dans le tableau 1.

Tableau 1
Table d' éalonnage de la chaine de température.

\éfﬂalegr: A\;?)I?er“ Eroreur Inceztitude
C) (°C) (°C) 0
0,00 -05 05 05

14947 1502 07 10
2988 2975 -1,3 15
5004 4999 -0,5 2.0
7000 6989 11 2.0
8998 8973 -25 3,0

1095 | 10%,0 -45 4.0

Quel est le meilleur pdyndme domant I'erreur en
fonction de la valeur appareil sur la plage dlant de
-0,5°Cal10950°C?

En appliguant la formule (3) on obtient les
ponderations w; reprodutes dans le tableau 2.

Tableau 2
Pondérations cal culées slonlaformule (3).
A\:)?)Igruer” Eroreur Inceztitude Pondération
(°C) (°C) (°C) Wi
-0,5 -0,5 0,5 0,65
1502 0,7 1,0 0,16
2975 -1,3 1,5 0,07
4999 -0,5 2,0 0,04
6989 -11 2,0 0,04
8973 -25 3,0 0,02
109%,0 -45 4,0 0,01

En utilisant les données du tableau 2 avec le logiciel
PolyReg, on obtient les polyndmes donrés dans le
tableau 3.

Remarqgue : les polyndmes ont été recopiés avec toute la « résolutior
informatique » méme si cela n'a pas de signification physique.
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De prime @ord, I'on pourait étre tenté de penser
que plus le degré et élevé, meilleur est le polyndme.
En fait c'est vrai mathématiqguement mais ca ne I'est
pas physiquement : le polyndme est meill eur aux pants
des observations, mais la ourbe obtenue semble
séloigner du modele physique en présentant des
oscill ations apriori nonnéaessares.

Le tableau 4 donne quant a lui la valeur de |cos 6|
ainsi que le résidu absolu maximum et la somme des
carés des résidus. Les valeurs de [cos 8] confirment
que plus le degré et élevé, plus le vecteur des
observations Y est proche de sa projection. Les valeurs
des sommes des carés des résidus qui ont été
représentées graphiquement sur la figure 3 montrent
gue s les domées aiivent une fonction polynomiale,
on peut aors penser a l'incertitude de mesure prés
quil sagit avec une asez bonne gproximation dun
polyndme de degré 2.

Tableau 3
Polynémes des moindres carrés.

Degré Polynéme
P[X] =
1 -0,260445881348811
-0,00166170000512021 X
P[X] =
2 -0,418661079050611
+0,00295009775245173X

-6,04266173927926-6 * X"2

P[X] =
-0,438367096842552

3 +0,00450383261036768X
-1,14142338731493-5* X"2
+3,96284284 7055229 * X3

P[X] =

-0,469274577204221

4 | +0.013984577806196 X
-7,33445930543909-5 * X2

+1,12159881037947-7 * X"3

-5,502534204547 & 11 * X"4

P[X] =

-0,478223698412436
+0,0344480627341301 X

5 | -0,000269648771736598X2
+6,911565376685-7 * X3
-7,2057203291998B-10* X 4
+2,60560884204018-13 * X5

P[X] =

-0,466793289903802
+0,0660773058431544 X

6 -0,000671003117527796X"2
+2,41594058233986-6 * X"3
-3,992126732558594-9 * X4
+3,08134594997118-12* X"5
-9,02228889724699-16* X6
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Tableau 4
Cosinus et résidus.

Degré (K) | |cos@ (MR;? s g | R®
1 0,694 2,420 8,689
2 0,837 1204 2233
3 0,843 1,296 2,664
4 0,902 1,022 2772
5 0,972 0,665 0,969
6 1,000 0,000 0,000

R (k)
10

L'utilisation dun adtil graphique tel que PolyReg
révéleici tout son intérét. En effet, sur lesfigures4 a9
en annexe, I'on a représenté les courbes donrées par
PolyReg et l'on «voit bien» que pour les degrés

supérieurs a4 les courbes nt « peu crédibles ».

Fig. 3. — Somne des carr és des résidus en fonction
du degré du pdynome.
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ANNEXE
Représentation graphique des polyndmes

Polynéme de degré 1 pondéré
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Fig. 4. — Modélisation par un pdyndme de degré 1.
Polyndéme de degré 2 pondéré
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Fig. 5. — Modélisation par un pdyndme de degré 2.
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Polynéme de degré 3 pondéré
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Fig. 6. — Modélisation par un pdynome de degré 3.
Polyndéme de degré 4 pondéré
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Fig. 7. — Modélisation par un pdyndme de degré 4.
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Polyndéme de degré 5 pondéré
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Fig. 8. — Modélisation par un pdynome de degré 5.
Polyndéme de degré 6 pondéré
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Fig. 9. — Modélisation par un pdyndme de degré 6.
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